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Men kan Eucli11ische vlakke meetkunde opbouwen op synthetische 
(Euclides, Hilbert) en op analytische wijze (Descartes). Wij bespreken 
een derde manier, oen motrische opbouw, die het begrip afstand centraal 
stelt. 
§1. Metrische st8llingen in het Euclidisohe vlak %· 
De eenvoudigste metrische stelling is de driehoeksongelijkheid. Als 
a~b enc de zijden van een driehoek zijn, is deze stelli~g wegens 
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1 0 .aF b'Z 
1 a 2 0 c2 
-(a+b+c)(a+b-c)(a-b+c)(-a+b+c) -
1 b 2 s2 0 1 
gelijkwaardig met g gonoemde determinant :(o. 
2 
== -16 Opp. 
Notatie: Punt en: 1 , 2 , 3 , 4 etc. ~fstand i tot ·] 2 J ::: (ij). 
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1 1 1 1 
0 (12) (13) ( 1 4) 
( 12) 0 (23) (24) = ll(1234); 
( 13) (23) 0 (34) 
( 1 4) (24) (34) 0 
= D(123,124) 
Voor de punten 1 ,2,3,4 in de Euclidische ruimte R3 is ll(1234) = 288 
- - 2 /Inh. tetraeder 1,2,3,41 • 
- De volgende metrische eigenschappen gelden~ In R1 is elke D(12)?O 
D(123) = 0. In R2 is e:1ke D(12) ✓; 0, D(123)~0, ll(12J4) = 0. Met deze 
eigenschappen in gedachten zullen wij een abstracte ruimte definieren, 
die aan de axioma' s der R2 bli jkt tci voldoon. 
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§ 2. ~ hulpstellingen omtrcnt deteminanten. 
I , U it D ( 1 2 3 ) ~- 0 9 ( 1 2 ) 1- 0 , ( 1 3 ) ~ 0 v o 1 gt ( 2 3 ) ~~ 0 , 
II. D(1 ••• r)D(1 ••• rij) = D(1 .•• ri)D(1 •.• rj)- n2(1, •• ri, 1 •• ,rj). 
III. Eon symmotrische matrix heoft de rang r, als hij een niet nul 
zijnde hoofdminor van do order bovat, zodat allo hoofdminoren 
van de ordo r+1 en van de orde r+2 9 die hieruit door randen ver-
kregen warden, nul zijn. 
§ 3. De ruimte R. 
Wij gaan uit van drio positiovo gotallon (12) ,(23),(13) met 
D(123) <O on dofiniercn: 
Een punt rE:R is oen gree:p [(1r) ,(2r) ,(3r)J , zodat alle (ir)4 0 en 
D(12Jr) = 0, 
Vo orb e e 1 d : [o , ( 1 2 ) , ( 1 3 )] = punt 1 ; [ ( 1 2 ) , 0 , ( 2 3 ) J = punt 2 • 
Met D(12) D(123r) = D(123) D(12r) - D2(123,12r) volgt D(12r)~·o. 
Afstand van r, s E R is hot get al VTr-;)' met (rs) ui t D( 123rs) = O. Deze 
defini tie is zinvol en eonduidig en maakt R tot metrische ruimte, d, v· .. 
afstand ~O en dan en slechts dan = 0 als de punten samenvallen; de 
drichooksongolijkheid goldt. 
I. Als r.CR dan is D(r1 ••• r) van do rang 4, i~· n 
l!I • .Als 1,2,3,4t:R, (ix)>-o (i=1, .. 4) en D(1234x) is van do rang 
~4, dan is or eon punt x G.-R mot [afstand i tot x] 2= (ix). 
4. Meetkundigo bc:grippon ig B_. 
Rpchte~. Stel p ft q. Do rcchte L(p,q) is de verzameling van alle 
x~R met D(pqx) = o. Eon r0chte is bopaald door elk verschillond twee-
tal van zijn punten. 
Beschouw D(pqr,pqs). Wegens 
D(pq) D(pqrs) = D(pqr) D(pqs) - D2 (pqr,pqs) is D(pqr,pqs) = o, als 
r of sop de rechte L(p,q) ligt (Stewart). 
Kanten. Noem r ens aan dezelfde kant van L(p,q) als D(pqr,pqs) (0 
en aan verschill0nde kant als D(pqr,:pq_s)) o. Laat rl\.1s betekenen: r en.:;R 
aan dezelfde kant van L(p,q). Wagons D(pq)D(pg_rs,pqrt)=D(pqr)D(pqs,:Pqt)~ 
D,'.:i:,c1r,pqs)D(pqr,p<it) is dit een aE;)qu:l.valentierelatie .. :Er zijn --:./'.·; 
twee klassen, dus oen rechte L vordeelt de verzamoling R-L in twee 
klassen. 
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: :) s 
Hoeken, :Dofinieer hock qpr = F door~ 
Lf TI(p~~r) • 0 <::_:IO<~ rf" n · VnT p~ >.( i)r) , ---- I ---- , , • .!.)an s 1.n 
' --, 
1 :'\ -V -TI ( pq_r) 
'( -, :D(pq_)JJ(:pr) • 
Met doze bogrippcn is het mogclijk to bowijzen, dat de verzameling 
voldoet aan do axioma's van Hilbert voor de Euclidischo vlakke meet-
--~,_,,_de. 
5. J)o stelling ~ Ptolemaeus. 
Wij zooken eorst oen gcschikte formulering. Noem 
·-------7 ·-------1 r-- · I . 
.:-1. = V ( 1 4 ) ( 2 3 ) , b = Y ( 1 3 ) ( 2 4 ) , c = ~I ( 1 2 ) ( 3 4 ) , dan is ( () 1 ) 
( 14) 0 
·· ~ a+b+c) (a+b-c) (a-b+c) (-a+b+c) = ( 1 2 ) 
( 1 3) 
( 14-) 








( 2 4 ) 3i:. ( i j ) • 
(34) 
0 
Io :'"'.s 1,2,J,4E"R:OP ·oe:n cirkcl"'liggon, dnn is \(ij)\= O. 
Dowijs: Er.· i~ een punt 5 ER met (i5) = r 2 , dus 
0 1 1 0 1 1 
1 ( i j) r 2 = 1 ... (ij) · .... 0 ... · heeft de r' ang 4. 
1 r 2 · O 1 O -2 r 2 
A.ls voor 1,2,3,4ER goldt )(ij)/ = O, dan zijn de punten coJJ4.r·-·~· 
of concyclisch. 
·:·:~_j-~; Voor vier collinoaire punton 
1 
(ij) 
is l(ij) l = o. Stel nu TI(123) <c, 
1 0 













= 0 voor alle x. 
-~'Jpaal x zodat -2x:D(123) - 2(12)(23)(13) = O, dan is x,'>O en heeft 
( ,~ 2, III) P de rang vier. Pas vorvolgens ~3, II toe. 
6, ~ sferische vlak s2 ~ het hyEerbolische vl.§1f g2• 
Twec-dimensionale sferische meetkunde (mootkunde op een bolop-
::--:,orvlak) en hyporbolische moetkunde (meetku:nde op eon oppervlak van 
~onstanto negatievo kromming) kan men op analoge wijze mctrisch op-





- s b cos C 






a+b+c . a+b-c a-b+c . -a+b+c 
= 4 sin ~ sin 2 sin ~ sin 2 en 
a+b+c a+b-c sh a-b+c h -a+b+c 
cash c = 4sh 2 sh 2 2 s 2 
'0h b cosh c 1 
-,~ in determinant vorm schrijven. 
:i'Totcr,:n 
in s2 ~ cos 
WC in H2 
(afstand 
. cosh (afstand van 0 
i tot j ) = ( i j) 9 en 
1 ( 1 2) ( 13) 
(12) 1 (23) 
(13) (23) 1 I 
punt i tot punt j) == ( ij) 
nocmcm we 
= 0(123). 
a.an is in H2 olkc 0(12) = 1-(12) 2(:.o, c(123)).:o, C(1234) = o en in 
S 2 c lk e C ( 1 2 ) = 1 - ( 1 2 ) 2 ~,) 0 , C ( 1 2 3 ) ): 0 9 C ( 1 2 3 4 ) = 0 • 
7. ~\ ruimton H 31. £• 
~to H. GF.. uit van (12) 1 (13),(23), all0)1 met C(12i.:'t O. 
}jen punt rl:::H is ccn greop [(1r) 9 (2r),(3r)] waarbij alle (ir)i1 en 
C(123r) = O. 
en 
Ruimto s. Ga uit van (12),(13),(23), alls in absolute waarde <1, 
mot C(123) >o. I:cn punt rt:J is cun greop [(1r),(2r),(3r)], waarbij allr 
/(ir)/ ~1 en C(123r) = O. Als rt:.S, clnn is ook [-(1r),-(2r),-(3r)J 
c,cn punt van S, ge:naamd het di,:L111ctralc punt van r. 
Afstand van r on s EH (resp. E-S) is hct gotal arcoosh (rs) (resp. 
qrccos (rs)) met (rs) uit C(123rs) = o. 
Hct bcgrip rochto L(p,q), do verza.moling van allo x met C(pqx) = O • 
. :n in H godefini~ord warden voor elk twectal vorschillunde punten 
D an ·q. In S wordon bovcndien p en q nict diarn.etraal vcrondcrstcl t 
laat anders C(pq) = 0 zou zijn. 
Hook q_pr = f wordt in H (neem E =-1) on in S(ncorn E=- +1) gedefi-
dccrd door 
• - ------------··· ••.. ·1 
cos f = £ I/ cii m~~ ~~ )' ; 0 "~ '/ °: r,: Dan sin (f =Y ~i;~~ ~(pr) , 
})o hyporbolische en sfcrifJcho cC::rst0 cosinus rcg(:l en sinusregol z13n 
hiorin to horkcnnon. Hot afi,,y_:j,,__jl:S_~nde tckcn in H vindt zijn oorzaak in 
hct feit, dat in H goldt \Jc 2 (pg_) 1 = -C(pq_). 
8. De som der hookon van eon drichoek. 
Beschouw dric puntcn a,b,c met C(abc))o. Nocm de gevormde 
bocken r:J., A Em N . Nu is~ 
I ,. 
(ab) C(abc) = C(ab) C(ac,bc) - C(ab,cc) C(ab,ac) 
V 6 i ~;; ci  ~b) r 6~ Htr = vmc~l ~ ~ L-n~:~; cifl;;y ~ ( fli, Vc(b a )cnm1~·c ab\C(;;;;-
-- cos ,r = cos(? cosCil.. - (ab) sin (3 sin ex_ 
I I I 
Tlczc formulo ( do twue:dc cosinusrcgGl), die geldig is zowel in H als in 
J, met dien verstando dat in H (ab) = cosh dab> 1 en in S -1 <(ab) ~ 
= cos dab<. 1 is, levort na spccialisaticg ... 
in H~ cos(<:i-,+0) +cos. X}0 9 waaruit ~~f+,~ ✓-~ .,.,. 
in S: cos(CA.+~) + cos.J (O, waaruit {\ ((Y.+\j+r)<3n. 
